Matematika tanterv
Specialis matematika tagozat
7-12. évfolyam

Altalanos szerkezet

A tanterv két {6 részbdl all:
I. az emelt szint( érettségi kovetelményekben szerepld tananyag,
II. az érettségi szintjét meghalado specidlis matematika tagozatos tananyag.

A II. rész harom kiilonb6z6 tipusd modult tartalmaz, melyek koziil az egyes csoportok
tuddsszintjének, érdeklddésének megfeleléen lehet valasztani:

A modul: A matematika tagozaton minden csoportban kotelezd elvégezni, litemezésiik
a csoport képességétdl fligg.

B modul: Haladé6 témaék, az egyes csoportok tuddsszintjének, érdeklddésének
megfelelGen lehet koziiliik valasztani.

C modul: Olyan témdk, amelyek nem a matematika egy dgdhoz kotve jelennek meg,
hanem mint "gyakorlati" problémdk, alkalmazasi teriiletek. Evente legalabb egy ilyen
modul elvégzése kotelezd.

A tanterv alapvetden spirélis felépitésii, ezért is tér vissza a legtobb téma mindegyik
évfolyamon, természetesen magasabb évfolyamon mélyebb szinten.

A tantervben felsorolt anyag teljes egészét nem kell (és nem is lehetne) megtanitani. A
bdséges modul-lista azt kivdnja elGsegiteni, hogy minden tanuldcsoport képességeinek és
érdekl6désének megfeleld anyagot tanulhasson. Tehat a kotelezd (1.-es tipusi) részeken feliil
tanitott modulok esetében az elmélyiilés, alapos megértés és ondllo gondolkodds fontosabb,
mint a megtanitott anyag mennyisége.



Idokeretek, iitemezés

oraterv

7. osztaly (heti 7 ora, 6sszesen 252 ora)

Halmazok 1.
Kombinatorika 1.
Grafelmélet 1.
Szamelmélet 1.
Szamfogalom 1.
Algebra 1.
Fiiggvények, analizis 1.

Geometriai szemléletfejlesztés

Geometria 1.
Geometria 2.
Geometria 3.
Geometria 4.

A modul:

C modul:

Verseny felkészités:

10
20
10
30
15
25
25
10
20
15
20
15
15
10
12

252

8. osztaly (heti 7 ora, 6sszesen 252 ora)

Logika 1.

Grafelmélet 2.
Szamelmélet 2.
Szamfogalom 2.
Algebra 2.
Fiiggvények, analizis 2.
Val6szintiségszamitas 1.
Geometria 5.
Geometria 6.
Geometria 7.
Analitikus geometria 1.
C modul:

Verseny felkészités:

Rendszerezés (vizsgara késziilés):

10
15
25
25
30
25
15
15
20
10
25
10
10
17
252



9. osztaly (heti 7 6ra, osszesen 252 6ra)

Halmazok 2. 10
Kombinatorika 2. 20
Szamelmélet 3. 15
Szamfogalom 3. 10
Algebra 3. 25
Sorozatok, analizis 3. 20
Trigonometria 1. 15
Geometria 8. 20
Geometria 9. 20
Analitikus geometria 2. 15
Statisztika 1. 10
A/B modul: 40
C modul: 20
Verseny felkészités: 12

252

10. osztaly (heti 6 ora, 6sszesen 216 ora)

Algebra 4. 20
Algebra 5. 15
Sorozatok, analizis 4. 15
Fiiggvények, analizis 5. 15
Trigonometria 2. 20
Trigonometria 3. 15
Analitikus geometria 3. 15
Analitikus geometria 4. 20
Térgeometria 1. 15
Val6szintliségszdmitds 2. 15
A/B modul: 20
C modul: 10
Verseny felkészités: 9

Rendszerezés (vizsgdra késziilés): 12
216



11. osztaly (heti 6 6ra, 6sszesen 216 6ra)

Fiiggvények, analizis 6. 30
Geometria 10. 25
Analitikus geometria 4. 25
Statisztika 2. 20
A/B modul: 60
C modul: 35
Projekt el6készitése, bemutatdsa 10
Verseny felkészités: 11

216

12. osztaly (heti 7 6ra, osszesen 224 6ra)

Fiiggvények, analizis 7. 40
Térgeometria 2. 35
A/B modul: 45
C modul: 40
Rendszerezés, 0sszefoglalas: 55
Verseny felkészités: 9

224

vizsgak

8. évfolyamon masodik félévben egy irasbeli vizsgat kell megirnia a didkoknak. Az
irasbeli az alapvetd szamolési €s feladatmegoldasi készségeket kéri szamon.

10. évfolyamon masodik félévben szébeli vizsgat kell tenni az elsé harom és fél év
anyagabdl. A szébeli vizsga az emelt szinti érettségi szobelijéhez hasonld, annyi
kiillonbséggel, hogy sokkal nagyobb hangsilyt helyez az éllitasok, tételek

bizonyitdsara.

projekt

11. évfolyamon egy nagyobb hazi dolgozatot kell készitenie a tagozatos didkoknak. A
dolgozat témadjat onédlldan valaszthatjdk ki, vagy a "konzulens" tanartél kérhetnek
otletet. A dolgozatot csoportmunkdaban, tanitasi 1d6n kiviil kell elkésziteniiik. A
megadott orakeret a projekt elokészitésére, €s az elkésziilt munkak bemutatdsara
szanhato.



Fejlesztési kovetelmények

A matematikai tartalmakon tdl az aldbbi kiemelt fejlesztési kovetelményeket fogalmazzuk

meg:

1. szovegértés, jegyzetelés, eloadas, digitalis irastudas

szovegértés: Feladatok szovegének 6nallo értelmezése, forrasok (cikk, konyv-részlet)
értelmezése, hétkdznapi szovegek kritikus elemzése, problémak matematikai
modellezése.

Jegyzetelés: Az els6 két évben eljuttatjuk didkjainkat arra a szintre, hogy 6rai
jegyzeteik min8sége megfelels legyen az otthoni tanuldshoz. Ez kiilondsen fontos a
matematika tagozaton, hiszen a tananyag nem taldlhaté meg egyetlen tankdnyvben
sem.

eldadds: Minden didk legaldbb egy 0ndll6 el6adést kell tartson tanulmdanyai sordn
valamilyen matematikai t€émabdl.

digitdlis irdstudds: A matematikai szovegek elektronikus megszerkesztése
bonyolultabb, mint egy 4tlagos szovegszerkesztési feladat. (Abrak, képletek,
grafikonok.) Megkoveteljiik, hogy 11.-es kordra minden tagozatos didk képes legyen
az altala valasztott szoftver segitségével igényes formatumud matematikai szovegeket
késziteni.

2. szamolasi készség, becslés, gépi szamitasok

szdmolasi készség: A szamold- és szamitégépek kordban is alapveté kompetencidnak
tartjuk a fejszamolds és irdsban val6 szdmolds képességét. Ezek a készségek alapozzdk
meg tobbek kozott az algebra "haladobb" fejezeteinek megértését.

becslés: Tudatosan tervezziik az olyan probléma-szitudcidkat (példaul tesztverseny
feladatsorok, hidnyos informécidju feladatok), ahol a megoldashoz becslésre van
sziikség.

gépi szamitdsok: A biztos géphasznélat mellett megmutatjuk a gépi szamitas
furcsaségait €s korlatait is.

3. bizonyitas, diszkussziod, érvelés

A matematikai gondolkodas fejlesztését elképzelhetetlennek tartjuk anélkiil, hogy
didkjaink megtanulnak a matematikai allitdsok bizonyitdsanak megértését. Elvarjuk a
bizonyitdsok visszaaddsat, majd 6ndll6 felfedezését is. Hangstlyt helyeziink a
megoldasok elemzésére, egy probléma nem zarul le egy szamszerl végeredmény
meghatdrozasaval, tisztazando a kapott vélasz érvényességi kore, pontossaga,
altalanositasi lehetdségei.

4. digitalis és nyomtatott szakirodalom hasznalata

Az elmélyiilt matematikai tanulmanyokhoz elengedhetetlen a szakirodalom rutinszerd
hasznélata. Kiemelten fontosnak tartjuk, hogy didkjaink az Internet mellett a
"hagyomdnyos" konyvtarban is képesek legyenek tdjékozodni.



5. onall6 problémamegoldas

A tipuspélddk és rutin-feladatok megoldédsan tdl alapvetdnek tekintjiik az 6nalld
felfedezésen alapuld, kreativ problémamegold6 gondolkodds fejlesztését.

6. egyiittmiikodés

csapatmunka: Fontosnak tartjuk, hogy didkjaink megtanuljdk, hogyan lehet egy
nagyobb feladatot csapatban megoldani. A munka megtervezése, elosztisa és
elvégzése utdn fontos szerepe van az eredmények bemutatdsanak (prezentdldsinak), és
az Onértékelésnek.

odafigyelés a kozosség tobbi tagjdra: Napjainkban - amikor az Snmegvaldsitds minden
kordbbindl nagyobb hangsullyal jelenik meg a kozbeszédben és a gondolkodasban -
kiilon figyelmet kell szentelniink tanuldink beleérzd képességeinek fejlesztésére. Ide
tartozik a didktars otletének, megoldasdnak meghallgatdsa, a "masikkal" valé
egyiittgondolkodas, a "masik" sikerének elismerése, vagy a lemaradok korrepetélasa,
hogy csak néhdny példat emlitsiink.

7. adatgyiijtés, modellezés

Ha a téma lehet&vé teszi, olyan 6nall6 feladatokat adunk ki, ahol a didkoknak kell
megtervezniiik az adatgy(jtést, a modellezést, majd valamilyen vélaszt kell talalniuk a
felvetett kérdésre. A statisztika elemeinek tanitdsakor erre j6 lehetdség adodik, de

mashol is felvethetdk ilyen kérdések.

8. munkafegyelem, precizitas, elmélyiilés képessége, versenyek

Az informdci6s forradalom egyik nem kivant mellékhatésa a fiatalok figyelmének
széttoredezése, tovabba egyfajta lustasag az 6ndlloé gondolkoddsra. Az egymadsra
épiild, egyre komolyabb matematikai kihivasok segitségével probéljuk fejleszteni
tanitvdnyaink mentélis "alloképességét”, informécié-rendszerezési készségét.

A versenyeztetést azért tartjuk fontosnak, mert ez az egyik leghatékonyabb méddja
annak, hogy a tanuldkat rakényszeritsiik sajat eszkoztaruk folyamatos bovitésére,
yjrarendezésére €s a kiillonboz6 szakteriiletek kozotti kapcsolatok feltérképezésére.
Elvarjuk a korosztalynak megfeleld levelezds versenyeken (Abacus, KoMal.), illetve
orszagos matematika versenyeken (Varga Tamds Verseny, Arany Ddaniel Matematika
Verseny, OKTV, Zrinyi Matematika Verseny, Kenguru Matematika Teszt Verseny)
valé részvételt.



9. alkalmazasok, kapcsolat mas tudomanyagakkal,
tudomanytorténet

* matematika torténet: A matematika mélyebb megértése nem képzelhets el a
tudomanytorténeti hattér felvillantdsa nélkiil. Egy-egy fogalom sziiletésének oka, egy-
egy teriilet bels6 logikdja akkor vélik érthetévé, ha megismerjiik azt a kort és azt a
problémakért, amiben a széban forgé fogalom megsziiletett.

* kapcsolat mds tudomdnydgakkal: Célunk, hogy a matematikai ismeretek "é16vé
védljanak", didkjaink mds teriileteken (természettudoményok, tarsadalomtudoményok)
képesek legyenek alkalmazni tuddsukat, értsék az adott teriileten hasznalt matematikat.
A C-modulok anyaga teremti meg a hidat mas teriiletek felé.



I. Alapok (emelt szintii érettségi anyaga)

7. osztaly

Halmazok 1.:

A halmazalgebra elemi fogalmai és miiveletei konkrét szimhalmazokon. Halmaz megadasa.
Halmaz, elem, részhalmaz, iires halmaz, halmazok unidja, metszete, kiilonbsége,
komplementere (konkrét esetekben). Halmazok szemléltetése Venn-diagrammon, egész
szamok osztilyozdsa oszthatdsdgi tulajdonsagaik alapjan. Véges halmazok elemszama,
logikai-szita (2,3 halmazra).

Kombinatorika 1.:

Az Osszes eset rendszerezett felsoroldsa. Valtozatos kombinatorikai feladatok megoldédsa
kiilonféle médszerekkel. Sorbarendezés (n! fogalma), kivalasztas néhany elem esetén.
Skatulya elv.

Grafelmélet 1.:

A gréifelmélet egyszer( alapfogalmai (graf, csucs, él, pont fokszdma, izomorfia, teljes graf.
komplementer ) és a grafok felhasznéldsa feladatmegolddsokban (pl.: ismeretségre vonatkoz6
egyszerd feladatok).

Szamelmélet 1.:

Péros, paratlan. Az oszthat6sdg definicidja és elemi tulajdonsédgai (bizonyitas nélkiil).
Oszthatdsédgi szabélyok ( szemléletes bizonyitds). Primszamok, eratosztenészi szita; pozitiv
egész szamok primtényez8s felbontdsa. Pozitiv egész kitevdjl hatvanyozds, azonossagok
(bizonyitva). Négyzet- és kobszamok, legnagyobb kozos o0szté és legkisebb k6zos tobbszoros.
Oszték szamanak meghatdrozasa.

Szamfogalom 1.:

Természetes szamok, egész szdmok, raciondlis szamok halmaza. Szamolési feladatok.
Miiveletek tulajdonsagai. Valos szdmok, szdmegyenes intervallumok (legaldbb, legfeljebb...),
»szomszédos” szamok, végtelen. Abszolut érték fogalma.

Algebra 1.:

Betiik célszert haszndlata, algebrai kifejezésekkel val6 szamolds egyszerii azonossagok
(zdrojelfelbontas, disztributivitds, (ab)?, (a+b)(a-b), (a+b)? dtalakitdsa), egyenletek és
egyenlStlenségek megolddsa, megoldds halmaz. Egyenes és forditott ardnyossag,
szazalékszamitds. Szoveggel megadott egyszeriibb feladatok leforditasa az algebra nyelvére,
egyenletek felallitasa.



Fiiggvények, analizis 1.:

Derékszogii koordinatarendszer (hozzarendelések, grafikonok). A fiiggvényfogalom
megalapozasa egyszerl példak alapjan, értelmezési tartomany, értékkészlet. Egyszertibb
figgvények (a linedris-, az abszolutérték-, 1/x, elgjel-, egészrész-, tortrész fliggvény )
abrazolédsa. Egyszer(i egyenletek és egyenl6tlenségek grafikus megolddsara. Egyszer( kémiai,
fizikai példédk fiiggvényekre, ezek szemléltetése. Ixl+lyl <= 1; Ix| > lyl tipust feltételekkel
megadott halmazok dbrédzoldsa.

Geometriai szemlélet fejlesztése 1.:

Egyszerli kombinatorikus geometria feladatok (hany részre osztja....). Poliminok
(lefedések...). Feladatok kockdval (halok, vetiiletek, térfogat, felszin, csonkoldsok...)
Térgeometriai alapozds. Szabdlyos testek, Euler tétel (Polydron készlet segitségével)

Geometria 1.:

Alapfogalmak (pontok, egyenesek, sikok és ezek kolcsonos helyzete). Szogek, nevezetes
szogparok. Haromszog belsd- €s kiils6 szogeinek Osszege. Szogszdmolasok. Tavolsag
(hdromszog egyenlStlenség, merSlegesség). Ponthalmazok (kor, szakaszfelez6 merdleges,
szogfelez$). Hairomszog nevezetes vonalai (oldalfelezd merSleges, szogfelezd,
magassagvonal, sulyvonal), nevezetes pontjai (koréirhat6 kor kozéppontja, beirhatd kor
kozéppontja (bizonyitassal), magassagpont, stlypont (biz. nélkiil)). Koréirhat6é kor (Thalesz
kor (biz. nélkiil)) Hiromszog szerkesztési feladatok. Egyenld szaru €s szabdlyos haromszog
nevezetes vonalai, pontjai. Nevezetes derékszogli haromszogek (egyenldszard,
30°,60°,90°,15°)

Geometria 2.:

Négyszogek, specidlis négyszogek elemi tulajdonsdgai. Négyszogek belso- €s kiils6 szogeinek
Osszege. Négyszogek szerkesztése. Sokszogek atldi, belsd- és kiils6 szogeinek Osszege.
Szimmetrikus sikidomok.(csempézések és szimmetridk)

Geometria 3.:

Keriilet. Tertiilet (téglalap, derékszogli haromszog, paralelogramma, trapéz, hairomszog,
deltoid...) Atdaraboldsok.

Geometria 4.:

Egybevagodsagi transzformaciok. Szerkesztési és bizonyitdsi feladatok (pl. legrovidebb ut
keresése). Hairomszogek egybevigosiga. Egybevagdsagi feladatok



8. osztaly

Szamelmélet 2.:

Miveletek (osztdsi) maradékokkal. Négyzetszamok maradékai, végzddések, oszthatosagi
feladatok. Az euklideszi algoritmus alkalmazdsa két szdm In.k.o.-jdnak megkeresésére
konkrét esetekben. Osztok szdma. d(n) = k alaki egyenletek megolddsa. Szamrendszerek.
Miiveletek és oszthatdsagi szabalyok. A primek szama végtelen.

Szamfogalom 2.:

Pora

Negativ kitev§jii hatvdnyozds, normdl alak, mértékegységek atvaltisa, nagy szamok.
Négyzetgyok fogalma, azonossdgai.

Logika 1.:

Allitdsok tagadésa, kijelentések kozotti "és", "vagy" kapcsolatok, Z, N, Q, R jelolések
haszndlata egyszerl kovetkeztetések helyességének vizsgilata, sziikséges és elégséges
feltételek, implikacid, ekvivalencia A "minden" €s "van olyan" kvantorok hasznélata

roviditésként. Osszetett 4llitdsok tagaddsa. Igazsagtablazatok. De Morgan — szabdlyok.

Algebra 2.:

Teljes négyzet. Teljes kob. Nevezetes azonossagok, szorzattd alakitds €s ennek szerepe
egyenletek megoldasdban. Teljes négyzetté alakitds. Algebrai tortekkel valé szdmolas
(bovités, egyszersités, kozos nevezdre hozds) Abszolut értékes egyenletek. Linedris két
ismeretlenes egyenletrendszerek megoldasa.

Fiiggvények, analizis 2.:

Masodfoku-, gyok-, linearis tortfiiggvény. Fiiggvény transzforméciok. Fliggvények
tulajdonsédgai (értelmezési tartomany, értékkészlet, sz€lsdérték, monotonitas, zé€rushely, paros,
paratlan).

Geometria 5.:

Egybevagodsigi transzformaciok ismétlése elmélyitése. Egybevagosagi transzformdaciok
egymasutdnja. Szerkesztési €s bizonyitasi feladatok,egybevagdsagi feladatok elmélyitése.
Haromszog- és négyszogszerkesztési feladatok, mértani helyes szerkesztési feladatok. Példak
nem egybevagdsagi transzformaciokra (merSleges vetités, stb.).

Geometria 6.:

A kor (kertilet, teriilet (biz. nélkiil), részei, ivmérték). Thalesz tétel (bizonyitdssal). Kor
érintGie, két kor kozos érintdi, adott kort és egyenest érints kor szerkesztése. Erinténégyszog.
Héromszog beirt- és hozzairt kore. (teriilet, érintd szakaszok hossza). Szerkesztési feladatok.
Pitagorasz tétel (tobbféle bizonyitdssal).



Geometria 7.:

Parhuzamos szel6k tétele (bizonyitds raciondlis aranyig). Kozéppontos hasonldsag.
Héaromszogek hasonldséagi alapesetei.

Analitikus geometria 1.:

Vektorokkal végzett alapmiiveletek (sikban és térben) és alkalmazdsaik. Vektorok dsszeadasa,
kivondsa, szammal vald szorzdsa. Vektor hossza, két pont tdvolsdga. Vektor felbontdsa adott
irdnyu Osszetevokre. Szadmolds vektorokkal a vektormiveletek €s a koordinatdk kapcsolata
vektorok alkalmazdsa egyszeri bizonyitdsi €s szamitasos feladatokban. Fizikai alkalmazasok
(elmozdulds, sebesség, erd).

Grafelmélet 2.:

Az alapfogalmak bvitése, 1j fogalmak elSkészitése (0sszefiiggd graf, fa és favdz, irdnyitott
graf, paros graf stb.). Grafok bejardsa (Euler-vonal (kor és ut), Hamilton ut és kor). Ramsey-
tipusu tételek egyszer( setekben.

Valészintiségszamitas 1.:

Ismerkedés a valdszinliség fogalmaval egyszer( kisérletek, jatékok elemzése kapcsén.
Gyakorisdg, relativ gyakorisag. A kombinatorikus médszerekkel megoldhaté konkrét
valészinliségszamitasi feladatok egyszer( esetei. Események lehetetlen, biztos esemény
komplementer esemény. Miiveletek események kozott szemléletesen (P(A+B) = P(A) + P(B)
- P(AB) konkrét feladatokban).



9. osztaly

Halmazok 2.:

Halmaz megaddsi médjai. A halmazmiiveletek tulajdonsdgai a halmazalgebra. Ujabb
halmazmiiveletek szimmetrikus differencia , Descartes-szorzat. A halmazmiiveletek (unio,
metszet,) kommutativitdsa, asszociativitdsa disztributivitds. De Morgan - szabdly. Logikai-
szita.

Kombinatorika 2.:

Permuticié, kombindcid, varidcié (ismétléses, ismétlés nélkiili). Pascal haromszog
tulajdonsagai. Binomidlis tétel.

Szamelmélet 3.:

Kongruencia fogalma, tulajdonsédgai. Linedris kongruenciak és a linedris diofantoszi
egyenletek. Tovdbbi (nem linedris) diofantoszi egyenletek.

Szamfogalom 3.:

Kozonséges tortek atirdsa tizedes tort alakba és vissza. Raciondlis, irracionélis szdmok,
miveletek.

Algebra 3.:

Misodfoku egyenlet megoldoképlete gyokok és egyiitthatok kozti dsszefiiggés gyoktényezss
alak. Masodfoku és masodfokiira visszavezethetd egyenletek, egyenltlenségek
egyenletrendszerek, egyenlStlenségrendszerek megoldasa, szoveges feladatok. Els6 és
masodfoku paraméteres egyenletek. Gyokos egyenletek, egyenlStlenségek.

Sorozatok, analizis 3.:

Egyszertibb rekurzidval definidlt sorozatok (Fibonacci sorozat). Teljes indukcié. A szamtani,
mértani kozép (két tagra). Szamtani és mértani sorozat jellemzdik.

Trigonometria 1.:

Szogfiiggvények derékszogl haromszogben. Egyszer( trigonometrikus Osszefiiggések
(sin*x+cos?x=1, sin(90°-x)=cos x ) Alkalmazédsok (emelkedési szog, depresszi6 szog,
haromszog teriilete).

Geometria 8.:

Héaromszogek, négyszogek hasonldsdga. Hasonl6 alakzatok teriilete. Nevezetes tételek
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haromszogekben (kozépvonal, silyvonal, silypont, szogfelezs tétel, befogd tétel, magassag
tétel.)



Geometria 9.:

Keriileti és kozépponti szogek. Hirnégyszogek. (Talpponti haromszog, Ptolemaiosz tétele,
Simson egyenes, Euler-egyenes Feuerbach kor...). Pont korre vonatkozé hatvanya.

Analitikus geometria 2.:

Osztépont, silypont (magassagpont, Euler-egyenes, Feuerbach-kor). Elforgatés.

Statisztika 1.:

Adatok gydjtése, adathalmazok szemléltetése (tdblazattal, diagramokkal (oszlop, kor,
hisztogram stb.)). A leiré statisztika alapfogalmai (gyakorisag, relativ gyakorisdg, osztdlyba
sorolés stb.) Az dtlag, a medidn €s a modusz fogalma.



10. osztaly

Algebra 4.:

A szdmtani és mértani, a harmonikus €s a négyzetes kozép kozti egyenltlenség dltalanos
esetben. Tovabbi nevezetes egyenlStlenségek. Az egyenlStlenségek alkalmazdsa szélsGérték
feladatokban. Szoveges szE€ls6érték feladatok megolddsa (mdsodfoku fiiggvény
tulajdonsdgaira visszavezethetdk is).

Algebra 5.:

n-edik gyok, raciondlis kitevd, irraciondlis kitevs, azonossdgok. Exponencidlis egyenletek,
egyenlGtlenségek, egyenletrendszerek. Logaritmus fogalma, azonossdgok. Logaritmikus
egyenletek, egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek. Gyakorlati alkalmazdsok (kamatos kamat,
fizikai és kémiai torvények)

Sorozatok, analizis 4.:

Sorozatok monotonitdsa, korldtossdga, a konvergencia fogalménak el6készitése (pairhuzamos
szelSk tétele irraciondlis ardny esetén, teriilet, pi, példak a matematika kiillonboz6 teriileteirdl).
Az e definicidja, az (1+1/n)" sorozat.

Fiiggvények, analizis 5.:

Exponencidlis-, logaritmus fiiggvény. Az inverz fiiggvény fogalma.

Trigonometria 2.:

Szogfiiggvények kiterjesztése. Trigonometrikus fiiggvények. Periodikus fiiggvények.
Kiilonboz6 szogfiiggvények kozotti osszefiiggések. Addicios tételek. Trigonometrikus
egyenletek egyenldtlenségek, egyenletrendszerek.

Trigonometria 3.:

Sinus tétel, cosinus tétel és alkalmazasai.

Analitikus geometria 3.:

Skaldaris szorzat. Fizikai alkalmazdsok (munka). Egyenes-, sik egyenlete. (irdnyvektor,
normalvektor, meredekség). Egyenesek metszéspontja. Parhuzamos €s merdleges egyenesek.
Héaromszog nevezetes vonalainak egyenlete.

Analitikus geometria 4.:

Kor egyenlete. Korok egyenesek metszéspontja, kor érint6i, hatvanyvonal. Hiromszog
nevezetes koreinek egyenlete. Mértani helyek (pl. Apollonius kor).



Térgeometria 1.:

Térelemek hajlasszoge és tavolsaga. Kocka, téglatest, hasab, paralelepipedon, tetraéder, gila
nevezetes vonalai, sikmetszetei. Tetraéder nevezetes pontjai, korei, nevezetes tetraéderek.

Valészintiségszamitas 2.:

Egyszeri eloszlasok. Elemi események, klasszikus valészintiségi modell. Geometriai
val6észinlis€g. Eseménytér. Diszkrét valoszintiségi valtozé. Binomidlis eloszlés,
hipergeometrikus eloszlas. Varhat6 érték. A modellezés, mint matematikai tevékenység.
Modellezés egyszeriibb esetekben. A nagy szamok torvényének jelentése. A valdszintiség
bioldgiai alkalmazdasai.



11. osztaly

Fiiggvények, analizis 6.:

Sorozatok konvergencidja. Fiiggvényhatéarérték, folytonossag. Derivalt fogalma.
Differencidldsi szabdlyok. Monotonitds, sz€éls6érték, helyi szEéls6érték, konvexitds vizsgalata
az els6 és masodik derivéltfiiggvénnyel. A derivéldsi szabdlyok alkalmazdsa teljes

figgvényvizsgélat szélsdértékfeladatok, szoveges feladatok megoldasa is (a megfeleld
analizisbeli modell megtaléldsa).

Geometria 10.:

Kupszeletek elemi geometriai targyaldsa. Mer6leges affinitds.

Analitikus geometria 4.:

Kipszeletek egyenlete, érint6i, tulajdonsdgai. Merdleges affinitas (alakzatok affin képének
egyenlete)

Statisztika 2.:

Adathalmazok jellemzése: kozépértékek (atlag, median, médusz), terjedelem, atlagos abszoltt
eltérés, szords. Adathalmazok egyesitésének atlaga, szorésa.

12. osztaly

Fiiggvények, analizis 7.:

Felosztas, felosztds sorozat, finomités, also- és fels6-0sszeg, kozelitd 6sszeg, hatarozott
integral. Folytonos fiiggvény integrélja, mint a felsd hatar fiiggvénye. Primitiv fiiggvény,
hatdrozatlan integral. Az integralds technikdja (parcidlis integralds helyettesitéssel vald
integralds parcidlis tortekre bontds, a trigonometrikus fiiggvények inverzeinek alkalmazésa).
A Newton-Leibniz formula. Teriilet, térfogat, ivhossz, forgasfeliilet felszine. Fizikai
alkalmazdsok (munka, stilypont, tehetetlenségi nyomaték, stb.).

Térgeometria 2.:

Henger, kip, csonkaktiip. Gomb és részei. Térfogat- és felszinszdmitas.



I1. Modulok

A és B modulok témakoronként
Halmazok:

Halmazok szamossag [ halm01 ] (A) (15 éra)

Ismerkedés a végtelen halmazokkal. (Minden végtelen halmaznak van megszamlalhatéan
végtelen részhalmaza.) Tetszdlegesen sok" és "végtelen sok" kozti kiillonbség. A
megszdmlalhatéan végtelen. Az egész szdmok és a természetes szdmok halmaza kozott van
egy-egy értelmi leképezés. A raciondlis szamok halmaza megszamlalhat6an végtelen. A
természetes szdmokkal ill. a valos szamokkal ekvivalens halmazok. A valds szamok halmaza
nem megszamlédlhatd. A megszdmlédlhat6 €s a kontinuum szdmossag. Egyenes, szakasz (nyilt
és zart), korvonal pontjainak halmaza, kérlemez és négyzet, haromszog és négyzet, stb.,
gombfeliilet és sik, stb. poliéder és gomb, stb. pontjainak halmaza kozott egy-egyértelma
leképezés van. Valds szdmok és végtelen hosszu 0-1 sorozatok ekvivalencidja.

Algebra:

Osszegek és szorzatok kiszamitasa [ alg01 ] (A) (10 6ra)

n természetes szam, négyzetszdm, kobszdm Osszege, teleszkdposszegek, a teljes indukcid
gyakorlasdra szolgal6 feladatok, érdekesebb szorzatok.

Polinomok [ alg02 ] (A) (15 6ra)

Magasabb foku egyenletek megoldasa. (Helyettesitéssel mdsodfokira visszavezethetd,
szimmetrikus egyenletek). Viete-formuldk. Magasabb foku egyenletek raciondlis gyokei.
Polinomok osztasa, Horner-elrendezés. Polinomok szorzatta alakitisa.

Komplex szamok [ alg03 ] (A) (15 éra)

A komplex szamok testének alaptulajdonségai, trigonometrikus alak, hatvanyozas,
gyokvonds, egységgyokok. A harmadfoku egyenlet megolddsa. A negyedfoku egyenlet
megoldasa. Gauss-egészek.

Interpolacio és approximacio [ alg04 | (B) (10 éra)

Fiiggvények illesztése adatpontokra. Polinomok és mds gorbék. Fiiggvénytédbla készités:
hianyzo fliggvényértékek becslése.

Polinomok szamelmélete [ alg05 ] (B) (10 6ra)

A szamelmélet felépitése kiilonb6zd polinomgyfirtikben. Irreducibilis polinomok. Korosztasi
polinom.



Csoportelmélet [ alg06 ] (B) (15 6ra)

A csoportelmélet alapjai permutiacidkon, transzformaciokon, miiveleteken, szamelméletben.

Gyiiriik [ alg07 ] (B) (10 éra)

A gylir( definicidja, szdmoldsi szabdlyok. Szamelmélet kiillonb6z6 gylriikben.

Szamelmélet:

Kongruenciak [ szamelmO01 ] (A) (20 6ra)

Kongruenciék tulajdonségai, alkalmazdsai oszthatosagi feladatokban. Fermat-tétel, Euler-
tétel, Wilson-tétel. Maradékosztilyok, miiveletek maradékosztalyokkal.

Szamelméleti fiiggvények [ szamelm02 ] (A) (15 é6ra)

Tovébbi szamelméleti fliiggvények (d(n) fiiggvény, szigma(n)) fiiggvény). Tokéletes szamok,
Fermat primek, Mersenne primek. Primek eloszlasa.

Kongruenciak 2. [ szamelm03 ] (B) (10 é6ra)

Kongruencidk haladé alkalmazdsai. Kvadratikus kongruencidk megolddsa prim modulus
esetén, kinai maradék tétel.

Diofantikus egyenletek [ szamelm04 ] (B) (10 6ra)

Diofantikus egyenletek. Pell-egyenlet. Linedris és magasabb foku diofantikus egyenletek
megoldasa. Pitagoraszi szamhdrmasok. Fermat-sejtés és Wiles-tétel.

Fiiggvények és analizis:

Erdekes sorozatok [ fv01 ] (A) (10 ora)

Héaromszogszamok,...,k-szog szdmok, piramidélis szdmok és tulajdonsagaik, Fibonacci-
sorozat és tulajdonsdgai (6sszegek, oszthatdsdg, kapcsolat a Pascal hdromszoggel).

Szamsorozatok [ fv02 ] (A) (20 éra)

Konvergens és divergens sorozatok, az e szdm (1+1/n)", e irracionalis, 1+1/2+1/3+...+1/n- In
n, rekurzidval definidlt sorozatok és tulajdonsagaik, Newton-iteracio

Trigonometrikus fiiggvények inverzei [ fv03 ] (A) (20 6ra)

Definici6, tulajdonsagok, grafikonok, egyenletek, egyenl6tlenségek.

Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik [fv04 ] (A) (5 6ra)

Definicid, tulajdonsdgok, grafikonok, egyenletek, egyenlStlenségek.



Az integral tovabbi alkalmazasai [ fv05 ] (B) (10 éra)

Példék paraméteresen adott gorbék 4ltal hatdrolt tartoményok teriiletére is. [vhossznél az
elliptikus integrdl megemlitése. Torusz, ellipszoid, forgdsparaboloid térfogata.Integral,
Osszegek €s becslések. Stirling-formula.

Sikgorbék tulajdonsagai [ fv06 ] (B) (15 éra)

Sikgorbék vizsgalata a differencidlszamitas eszkozeivel. Paraméteres gorbék,
polarkoordinatak. Ciklois, lemniszkéta, ...

Végtelen sorok [ fv07 ] (B) (10 éra)

Végtelen sorok (példaul mértani sor), konvergencia kritériumok pozitiv tagu sorozatokra,
véltakoz6 el6jeld sorok, Leibniz-tipusu sor.

Hatvanysorok [ fv08 ] (B) (10 6ra)

Hatvanysorok és alkalmazdsaik. Konvergencia-sugér, konvergencia tartomény, miiveletek.
Taylor-sor, elemi sorfejtések, alkalmazasaik kozelité szdmitdsokra, generdtor fiiggvényekre.

Lanctortek [ fv09 ] (B) (10 ora)

Véges és végtelen lanctortek, példak lanctort alakra (gyok(2),...). Kapcesolat az euklideszi
algoritmussal, kozelit6 szdmitasokkal.

Geometria:

Egybevagosagi transzformaciok egymasutanja [ geo01 ] (A) (10 éra)

Alkalmazas szerkesztési és bizonyitdsi feladatokban. Egybevagdséagi transzformaciok
osztalyozasa.

Hasonlésagi transzformaciok, forgatva nyijtas [ geo02 | (A) (10 6ra)

Alkalmazas szerkesztési és bizonyitdsi feladatokban. Hasonldsédgi transzformacidk
osztalyozasa.

Inverzio [ geo03 ] (A) (15 6ra)

Az inverzi6 definicidja és tulajdonsagai. Alkalmazdsok szerkesztési és bizonyitdsi
feladatokban.

Kiipszeletek és mértani helyek [ geo04 ] (A) (10 6ra)

Kipszeletek fogalma és elemei geometridval bizonyithat6 tulajdonségai.

Affin és projektiv transzformaciok [ geo05 ] (B) (10-10 é6ra)

Affin és projektiv transzformdaciok. Osztdviszony, kettdsviszony. Pascal, Desargues, Papposz.



2d-3d analégiak [ geo06 ] (B) (10 6ra)

Sik-tér, haromszog-tetraéder, paralelogramma-paralelepipedon.

Gombi geometria [ geo07 ] (B) (10 6ra)

A geometria fogalmainak szemléletes felépitése gobmbon, elemi geometriai tételek megsejtése
és bizonyitésa.

Szerkesztés térben [ geo09 ] (B) (15 é6ra)

Abrazol6 geometria.

Analitikus geometria:

Vektorszorzasok [ ageo01 ] (A) (15 6ra)

Skaldris, vektoridlis és vegyesszorzat. Fizikai alkalmazdsok (forgatonyomaték, Lorentz-erd,
stb.)

Geometria a komplex szamsikon [ ageo02 ] (A) (10 6ra)

A komplex szamok alkalmazdsa geometriai bizonyitdsokban.

Transzformaciok és matrixok [ ageo03 ] (B) (15 ora)

Transzformaciok matrixa két és haromdimenzids esetben.

Masodrendi gorbék [ ageo04 ] (B) (15 é6ra)

Maisodrendl gorbék osztalyozasa.

Projektiv geometria és homogén koordinatak [ ageo05 ] (B) (10 6ra)

Homogén koordinatdk bevezetése. Projektiv tételek analitikus levezetése. Alkalmazasok.

Gombi trigonometria [ ageo06 ] (B) (15 ora)

Szinusz és koszinusztétel gombon. Tavolsagok és szogek meghatdrozasa foldrajzi koordinatak
alapjan. Teriilet.

Linearis algebra:

Determinansok, egyenletrendszerek [ linalg01 ] (A) (15 6ra)

Determinans fogalma, tulajdonségai, kiszdmitasa. Sarrus-szabdly. Erdekes / nevezetes
determindnsok. Determindnsok és egyenletrendszerek. Gauss-elimindcid. Cramer-szabdly.

Matrixok [ linalg02 ] (A) (10 6ra)

Mitrixmiiveletek. Rang. Métrix és egyenletrendszerek. Métrix-szorzds €s linedris
transzformaciok.



Linearis programozas [linalg03] (A) (10 6ra)

Lineraris célfiiggvény optimalizdlasa két és harom véltozoban. Megengedett pontok
halmazanak dbrazoldsa. Célfiiggvény véltozasa a megengedett halmazban 1épdelve.

Matrixok 2. [linalg04] (B) (10 ora)

Sajatérték €s sajatvektor, matrixok hatvanyozésa.

Statisztika és valdsziniiségszamitas:

Feltételes valosziniség [ val01 ] (A) (10 6ra)

Feltételes valdszinliség, Bayes-tétel.

Geometriai valészintiség [ val02 ] (A) (10 éra)

A val6szintiség fogalma végtelen és nem megszamlalhato eseménytér esetén. Talalkozasi
feladatok. Darabolasi feladatok.

Diszkrét eloszlasok és varhato érték [ val03 ] (A) (10 ora)

Binomiadlis, negativ binomidlis, geometriai, hipergeometrikus eloszlds. Varhat6 érték, szoras.

Leir6 statisztika [ val04 ] (A) (10 éra)

Adatok szemléletes dbrazoldsa. Tabl4zatok és grafikonok. Linedris regresszid, legkisebb
négyzetek modszere, korrelacio.

Bolyongasok és Markov-lancok [ val05 ] (B) (10 6ra)

Szimmetrikus és nem szimmetrikus bolyongasok. Visszatérési probléma. Tonkremenési
probléma.

Folytonos eloszlasok [ val06 ] (B) (10 6ra)

Normalis eloszlds, exponencidlis eloszlds. Varhat6 érték és szords. Az improprius integral
alkalmazasa.

Algoritmusok:

Az algoritmusok egy részét informatika 6rdn tanuljak meg a didkok. Nem kell az itt felsorolt
Osszes algoritmust megtanitani, de fontos az algoritmikus szemlélet fejlesztése.

Szamitasi algoritmusok [ algo01 ] (A-B) (10 éra)

Osszeadss, kivonds, szorzds és maradékos osztds papiron. Gyokvonds papiron. LNKO
euklideszi algoritmussal. Gyors hatvdnyozas mod n. Primfelbontds és primtesztek. Egyiptomi
tortek algoritmusai. Atvaltds szamrendszerek kozott.



Kombinatorikai algoritmusok [ algo02 ] (A-B) (10 6ra)

Permutaciok, variaciok €s kombinacidk felsorolasa. Felsorolas minimalis valtozassal.
Particiok felsoroldsa (egész szamé és halmazé). Utak felsoroldsa racsokon. Korlatozott utak
felsorolasa, példaul Catalan-szamok. Visszalépéses keresés. Rendezés, rendezési
algoritmusok minimalis cserével, rendezési algoritmusok korldtozott 1épésekkel. Keresések,
keresési algoritmusok.

Grafalgoritmusok [ algo03 ] (A-B) (10 é6ra)

Grafok reprezentacioi: szomszédsagi graf és éllista. Grafbejarasok: szélességi és mélységi
bejaras. Minimalis 6sszsulyu feszitéfa. Legrovidebb utak élsulyozott grafokban. Topologikus
rendezés. Priifer-kdd és fék felsoroldsa. Huffman-kod és fak. Esetleg: folyam algoritmusok.

Algoritmusok bonyolultsaga [algo04] (B) (5 éra)

Algoritmusok hatékonysiagdnak elemzése matematikai médszerekkel. Bonyolultsagi
osztalyok.



C modul javaslatok:

Jol haszndlhatok azok a 2-4 hetes témdk, amelyek nem a matematika egy dgdhoz kotve
jelennek meg, hanem mint "gyakorlati" probléma. Fontos megjegyezni, hogy egy-egy téma
kifejtésének mélysége attdl fligg, mennyit tanitottunk meg a sziikséges eszkdozokbol. Akkor
érdemes elGvenni egy témat, ha mar tudnak annyit a didkok, hogy onéll6 felfedezéseket
tehessenek, érezhessék, hogy matematikai alapjaik elegendéek a problémakor tartalmas
feldolgozasédhoz.

Javaslat: Minden évben legyen legalabb egy ilyen modul. Feltehet6en 10. és 11. évfolyamon
novelhetd a C-modulok ardnya, hiszen ekkorra mar elég szélesek és erések a matematikai
alapok, és még nem kell az érettségi felkésziilésre koncentralni.

Javasolt 6raszdm a C-modulokhoz: 10 6ra, ez nagyjabol harom tanitdsi hétnek felel meg,
legaldbb két hétvégével.

¢ (01 Helymeghatarozas

e (02 Kornyezeti nevelés

e (03 Vailasztasi matematika

e C04 Utemezési feladatok, folyamatirdnyitds

® (0S5 Origami

e (06 Fraktalok

e (CO07 Szimmetridk

e (08 Egyiptomi tortek

e (09 Szamrendszerek és naptirproblémak

¢ (10 Titkosirasok

e Cl11 Szamitogépi grafika

e (12 Racsgeometria

e (13 "Sokszint logika", adatok dbrazoldsa okosan
® (14 Szerencsejatékok

e (15 Térképek

e (16 Formalis nyelvek

e (17 Pénziigyi matematika (kamat, jelenérték, biztositas, kockdzat €s hozam)
e (18 Kdoszelmélet

e (19 Gépi szdmabrazolas és aritmetika

e (20 Periodikus és nem periodikus csempézések
e (21 Linedris programozas és optimalizalas

e (22 Sajto és internetes szovegek (formadlis) logikai elemzése
o (23 Jatékelmélet

e (24 Diszkrét jatékok nyerd stratégidja

e (25 Logika, logikai kapu, logikai dramkorok

e (26 Genetika, oroklodés

e (27 Differencidlegyenletek

A modul-lista folyamatosan bgviil a tagozaton tanité tandrok altal kidolgozott témakkal.
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