2. Hatvanyozas, gyokvonas

I. Elméleti o6sszefoglalo

770 17

Egész kitevojii hatvany értelmezése:
a®=1, haa€R;a=#0;

al = a, haa € R.
Haa € Résn € N;n > 1, akkor a™ olyan n tényez6s szorzatot jelol, aminek minden tényezbje a:

a=a-a-..-a.
~——————
n tényezo6

A hatvany alapja a; a hatvany Kitevdje n, a hatvany értéke a™.

Haa e R,a # 0¢ésn € N, akkor:

a1
T
A hatvanyozas azonossagai:
Haa,b € R, n,m € Z, akkor:
aTl
a-a™m = q"tm a—m=a"‘m a+0
a  a\"
an.bnz(a_b)n b—n=(g) b+0

(@)™ = g™

Az azonossagok pozitiv egész kitevo esetén bizonyithatoak. Negativ egész kitevore a hatvanyozast ugy

definialtuk, hogy ezek az azonossagok ilyen esetben is érvényben maradjanak. (Permanencia elv)

Szamok normalalakja:

Ha x # 0 valds szam, akkor egyértelmiien felirhato x = a - 10™ alakban, ahol 1 < |a| < 10, n € Z. Ezt

a felirast a szam normalalakjanak nevezziik.

Négyzetgyok értelmezése:

Ha a > 0 valds szam, akkor v/a jel6li azt a nemnegativ valos szamot, aminek a négyzete a.

Negativ szamnak azért nem értelmezziik a négyzetgyokét, mert nincs olyan valds szam, aminek a négy-

zete negativ lenne.

Ha a > 0 ,akkor két olyan valods szam létezik, amelynek a négyzete a. A definicidban rogzitettiik, hogy

a+a jel a pozitiv értéket jeloli. A masik szam jelolésére a —/a jelet hasznaljuk.
Példaul: 32 = (—3)2 = 9,tehat 3 =9 és —3 = —/9,

A definiciobol kovetkezik, hogy Va2 = |al.



A négyzetgyokvonas azonossagai:

Haa,b = 0;a,b € R, akkor:

Va-vb=+Va-b
Va a
ﬁ_ E b+0

(Va)" =Var n€Z ; n=0eseténa # 0.

A gyokvonas altalanositasa:

Ha n péaros természetes szam és a > 0 valés szam, akkor ¥/a jeldli azt a nemnegativ valds szamot, ami-
nek az nedik hatvanya a.

Ha n paratlan természetes szam és a tetszéleges valos szam, akkor Va jeldli azt valos szamot, aminek
az nedik hatvanya a.

Paratlan gyokkitevd esetén negativ szamnak is van gyoke. Példaul ¥—8 = —2, mert (—2)3 = —8. A
gyok értéke esetében sem kell megallapodast tenniink az eldjelrdl, mert ilyenkor a definicionak ilyen
feltétel nélkiil is csak egy szam felel meg.

A gyokvonas azonossagai:
Ha a,b € R (paros n esetében az a, b = 0 feltétel is sziikséges), akkor:

Ya-Vb="Ya b

nﬁ:ng b#0
5 D

(%)m=1§/a_’" nmezZ ; n>1

n .
/"{/5=n"{/5 nmezZ ; nm>1

Racionalis kitevdjii hatvany értelmezése:

P
Haa € R,a>0; p,q € Z,q > 1 akkor a4 olyan pozitiv valds szam, aminek a g-adik hatvanya aP:

p

ad = VaP.

Ez a definicid is megfelel annak az elvarasnak, hogy a korabbi azonossagok racionalis kitevdjli hatva-
nyokra is érvényben maradjanak.

Irracionalis kitevdjii hatvany értelmezése:

Ha a pozitiv valds szam, akkor a racionalis szamok halmazan értelmezhetjiik az
f:Q - R f(x) = a*

figgvényt. Ha a > 0, akkor ez a fliggvény szigorian monoton né, ha a < 0, akkor szigoruan monoton
csokken, a = 1 esetén pedig a fliggvény értéke minden racionalis szamra 1.



A hatvanyozast ugy értelmezziik irracionalis kitevére, hogy hatvanyozas azonossagai tovabbra is ér-
vényben maradjanak és a fenti fliggvény a valos szamokon értelmezve is monoton legyen. Ez az értel-
mezés minden irracionalis kitevo esetében egyértelmiien teheté meg.

Egy irraciondlis szamot kozelithetiink racionalis szdmokbdl allo sorozattal. Ha x irracionalis szam és
(x));ey olyan racionalis szamokbol allo sorozat, amelyre lim,,_,,, x; = x , akkor létezik a lim,,_,, a*
hatarérték, és ezzel definialhatjuk az a* hatvanyt.

Megjegyzés:

Ha a kitlizott feladatokban kiilon nem adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat, akkor a valos
szamoknak az a legbGvebb részhalmazat tekintjiik értelmezési tartomanynak, amelyen a kifejezésekben
szereplé miveletek elvégezhetok, illetve az el6forduld fiiggvények értelmezhetdk.

I1. Kidolgozott feladatok

' N\
1. Végezze el a kijelolt mitveleteket!
5
3335 74(=4)3 | 11:(=25)"2) "2 1\ [(625\ s [ 1a] 2
a) ( (-2)6-442 ~  12-3 ) b) (E) (8_1) ©) (;9)
) b
2 5 5 4 b ﬁ e
(p3.q—2) -(q4-p‘3) 2a4p5 . 2a4p5 % b
& (p%:q=*)3 €) (x2y3 ) : (x2y3 ) B (ab C)
\\ J
Megoldas:

a) El6szor attériink primhatvanyokra, majd egyszeriibb alakra hozunk.

33357 (=4)° 11-(=25)2\  ((3-11)3-57* (=2%)% 11-(-5}) %\
(—2)¢-442 1273 T\ =2f-(22 12 (22-3)73

<—2° -30.57%.113

210 . 5—4 . 113

(3%113.57%.(=26) 276.373\"
- 26 .24 .112 11-5-4

-2
) — (_2—10)—2 — 220.

2 3
L)75.(625)72 _ (5-2)5.(5%.3-4) = 55.5°6.36 = 55 . 36
b) (25) (81) =(57%)s-(5*-37*)2=5:-5"°-3°=573-3°

5

o [BF] =l =siD 5o

d ®*a=)%(@*p™2)° _ p%q~*a®p 15 _is 2
) (p2q*)3 T pegz P4

0 2a4b5 5. 2a4b5 4: 2a4b5 5. x2y3 4: 25.q2025; 8y 12 9. gthSg-2y-3
x2y3 ) T\ x2y3 x2y3 2a4b5 x10y15.24.41620 y .

= 2_c2 -
b [(@)F] SN




p
2. Melyik szam a nagyobb?

b) 230 vagy 32009

c) 1122 yagy 22119

27 gyokjel
20—/96,
d) /50 — 12 vagy = 7 e) V11 ++/2 vagy V10 ++/3?
. J

Megoldas:

a) Az \™a = ""a azonossag alkalmazasaval:

3|4 W: 2.3.4.5\,/?: 5\1/ﬁ= 2

27 gydkjel

Mivel 2 < 3, a masodik kifejezés értéke a nagyobb.

b) Azonos kitevdjii hatvanyokat alakitunk ki, igy az alapok 0sszehasonlitasaval kapjuk a sorren-
det.
2300 — (23)100 jjjetye 3200 = (32)100

8100 < 9100‘
Mivel 8 < 9 = 2300 < 3200,
¢) Mindkét hatvanyt olyan szorzatta alakitjuk, amelyeknek van k6zos tényezojiik, igy a sorrendet
a k6z0s tényezok szorzoi dontik el.
1122 = 1111 - 1111 illetve 2211 = 211 . 1112
111 > 211,
Tehat 1122 > 2211,

d) Els6 megoldas: A gyokvonas azonossagait alkalmazva Osszehasonlithatd formara hozzuk
mindkét kifejezést.

V50 — V12 = 5v2 — 23,
20_\/%:20\/§—4\/€-\/§=40\/§_16\/§:5\/§—2\/§.
VB 8 °

Tehat egyenld a két kifejezés értéke.

Masodik megoldas: A két kifejezés kiilonbségének eldjele donti el a sorrendet.
20 — 96 _ V50-8-V12-8-20+96 _ V400 —v96 20 +v96 _
V8 V8 V8

Tehat egyenld a két kifejezés értéke.

VB0 -z -



Harmadik megoldas: Két pozitiv kifejezés hanyadosanak nagysaga donti el a sorrendet.
V5012 _V50-8-v12-8 _20-V96 _
20 —\/96 20 — /96 20 — /96
V8

Tehat egyenld a két kifejezés értéke.

e) Két pozitiv szdm nagysaganak sorrendje megegyezik négyzeteik nagysaganak sorrendjével,
mert az f(x) = x? fliggvény a pozitiv valés szamok halmazan szigoruan monoton ndvekve.

(VIT+V2)" =11 +2v22 +2 = 13 + 2V22

2
(V10 +v3)" =10 + 2v/30 + 3 = 13 + 2V/30.
Mivel V22 <30 = V11 ++v2 <10 + V3.

Hatarozza meg a kovetkezo kifejezés értékét!
1 3-32%2 1-32 2
¥ttt

32—-32 32432 3

=
2

Megoldas

A masodik és harmadik tag szamlaldjanak és nevezd6jének szorzatta alakitasa utdn egyszerisitheték
a tortek, majd kozods nevezore hozas utdn adodik a végeredmény. Kozben felhasznaljuk az a? — b?
és az a® — b3 szorzatta alakitisara vonatkozo nevezetes azonossagokat.

1 3-32 1-32%2 2 1 3(1—3_3)+(1—3_1)(1+3_1)+2

3z — + -+ — =32

1 _1 1 _1 3 1 1 3
32—-32 32432 32 32(1—-371) 32(1+371) 32
1 31-3HY1+3t+3%) 1-31 2 3-3-1-31+1-31 2
=32- 1 t— 1 t3= 1 t3=
32(1-371) 32 32 32 32
2:371 2 2 2
32 32 32 32
Hozza egyszeriibb alakra a kdvetkezo kifejezéseket! )
a) 3a2b3(2a% —3a73bh% +b73) b) (x3y72 — 2x71y? + 3x72y3): (x2y3)
11
x~2—y=2\7! 4y Xy’ 2<x i z)
©) (x‘1+y‘1) ) 11\ 1 1\3
BN
J
Megoldas:

a) A disztributivitas alkalmazhat6saga miatt:
3a7%b3(2a%? — 3a73b%? + b™3) = 6b% — 9a~>b° + 3a~2.

b) Elsé megoldas: Az osztandot szorozzuk az oszto reciprokaval:
(3y~2 — 2x~1y2 + 3x72y3): (x2y3) = (x3y~2 — 26~ 1y? + 3x2y3) - (x~2y3)~1 =
=3y 2 —2x"1y? +3x72y3) - (x%y73) = x5y > — 2xy~1 + 3.




Masodik megoldas: A tobbtagu kifejezés minden egyes tagjat elosztjuk az osztoval.
x3y—2 Zx—lyZ 3x—2y3 _

3572 _ 2~ 1y2 4 35=243). (x~24,3) = _
(x°y x7ly? +3x7%y%): (x%y®) 53 x5y Ty

=x%y™5 —2xy~1 +3.

-1
¢) Alkalmazzuk, hogy (%) = 3, valamint az a? — b? = (a + b)(a — b) azonossagot!
x72 —y2 -1 ~ x~ L4yt ~ x~ L4yt - 1y
Tty T) TxEtoyE GliyHai-oym oY

ennek negativ kitevd mentes alakja:

1 xy
-1 _ ,—1y-1 _ —
(™t =y T 15—«
x Yy
d) Eldszor pozitiv kitevokre tériink at és a megfeleld helyen alkalmazzuk az

_ _ b, o r
a1+ b1 =2+ =22 sialakitast.
a b ab

1 1
X2+ y2
1t x+y 2(1 -
FEEETC A 3 TRV
<x2 + yz) <x2 + y2 ) <x2 + y2> <x2 + y2>
101 11 11y
x+y (2 ) _x+y+2-x2-y2 <x2+y2) 1

11 1171 3 112 1 1y
xy<x2+y2> x2 - y2< 2+y2) xy<x2+y2> xy<x2+y2>

5. Végezze el normalalak hasznalataval a kovetkezé szamitasokat!

160000 . 3
) .0, 0000125 b) 1250000-(0,000002)
0,00 0,0004+0,000005

Megoldas:
a)
160000 0.0000125 = 1,6-10°-1,25-107° _ 1,6 -1,25 10% = 04 -125 - 10° =
0,004 4-1073 4 o
=0,5-10% =5-10% = 500.
b)
1250000 - (0,000002)3  1,25-10°-(2- 10_6)3 1,25-106-8-10718
0,0004 + 0,000005 T 4-10%+5-10°  400-10°+5-1076
10-10%-10718 10711 10711 1
‘1077 =

T 200-106+5-10-5  405-10-6 405-10-% 4,05
~ 0,2469 - 10~7 = 2,469 - 1075,

6. Adja meg a valos szamoknak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyen értelmezhet az alabbi kifeje-
z¢és!

Yx* —5x2 +4




Megoldas:
Paros gyokkitevo esetén a gyokvonast csak nemnegativ szamok esetén értelmezziik. Ezért
x*—5x2+4>0.
A bal oldalt szorzatta alakitva:
Xt —=x?—4x>+4=x*(x*-1)—-4(x*-1) = (x* = 1D[?* -4).
Igy az egyenlétlenség alakja:
x?-1DK*—-4)>0.
Ez az egyenldtlenség akkor teljesiil, ha a két Osszeszorzott masodfoki polinom egyszerre
nemnegativ, vagy egyszerre nempozitiv. Az f(x) = x2 — 1 és a g(x) = x? — 4 fiiggvények grafi-
konja felfelé nyild parabola, mert az x? egyiitthatoi pozitivak. f(x) =x2 —1=(x — 1)(x + 1),
igy gydkeix; = 1ésx, = —1. g(x) =x? —4 = (x — 2)(x + 2), gydkei x3 = 2 és x, = —2.

(" )

\ - . y,
A grafikon alapjan megadhat6 az értelmezési tartomany: D = |—oo; —2] U [—1; 1] U [2; oo].

Hozza egyszeriibb alakra a kdvetkezo6 kifejezést!
x4+ Y (x — 14

Megoldas:

2x—1, hax>1

4 — 14— _ —
x+Jy(x—1) x+ |x—1| {_1’ hax < 1.

Gyoktelenitse a kovetkezo tortek nevezoit!

3 3 3
D & ® F ) 5
L S S 23
O T V) T U
) 1 h) 1 l) 1
& YV3+1 33+32 V2-43 )
Megoldas:
3_3.¥8_¥
Y BFTE VG




3 V3-v2 _ 3(V3-v2)
b)\/_+\/_ V3HVZ V3—VZ | 3-2 _3(\/_ \/_)

3 3 3\/5 3v3v3 _ 3/3v3 V3 _ 3 9\/5_94_\/5_%

)1/ NENANEY 3\/__3\/5\/5_9_9_
1 Jff Bz _

D T TR i e =V

1 _ 1 C(V2+VB)+V5 _ V2+VBHVE _ V2H+V3+V5 _ V2+V3+V5 _ (V2+VBHVE) V6 _
°) V2+V3-V5  (V24V3)-VE (V2+V3)+VS  (yZ4y3)°-5  2+2V6+3-5 26 26 V6

_ (V2+V3+V5)V6

12

28 _ 23 vanfzm _ (a-V3)(VEn2—E) _ (-v3)(VEn/2E) _

D B iV Vi @) R
_ @-3)(var/2-v3) 3 _ VB(2-v3)(v2+/2-B)
- V3 V3 3
, R T T e N N S
g = = . =
e J\/_+1 J(\/_H) 5\/(\/§+1)5 V3+1 V3+1  V3-1 2
L 1 1 V3E-32¥E+ 2z _ V32-3233+322 _ V32-323E+ Ve
) TR T e VEammVE . sz :
. 11 1 VarVarE+ VeI Vs | Vas+ VariE+avEz VaE
) TN Vs VeV aee e P =

VA 1 VA3 + VAVRE + VR

9. Hatarozza meg a kovetkezo kifejezés pontos értékét!
1 1 1 1
+ + + coe + - -
V1i++v2 V243 V3++vV4 V99 + v100

Megoldas:

Gyoktelenitsiik az 6sszeg mindegyik tagjat!
1 1

1 1
VI+vZ VZtv3 Bava Ve 4 Vi

_V2-V1 V3-42 VA-V3  V99-V98 VI00-V99
T o2-1 3-2 4—3 99 — 98 100 —99

=vV2-V1+V3-v2+V4—V3+--+99 — 98 + 100 — V99 = V100 —vV1 =9
A+V100¢ésa (—\/T) kivételével mindegyik tagnak az ellentettje is szerepel az 6sszegben, igy azok

nullara 6sszegzddnek.

10. Igazolja, hogy az alabbi kifejezések értéke egész szam!

(x/16+2x/£—\/16—\/m)2 b) VI+43+V7—43

(72

3
o) V5VZ2+7-V5vZ-7 ) (75) -




Megoldas:

a) Az (a — b)?-re vonatkoz6 nevezetes azonossagot alkalmazva:

<\/16+2\/£—\/16—\/m) = 16+2\/£—2\/(16+2\/£)(16—2\/£)+ 16 — 2v/55.

Ez 6sszevonas utan: 32 — 2v256 — 220 = 32 — 2+/36 = 20, ami egész szam.
b) A kiils6 négyzetgyokok alatt teljes négyzetek allnak.

\/7+4\/§+\/7—4\/§=\/22+2-2\/§+(\/§)2+\/4—2-2\/§+3=

=\/(2+\/§)2+\/(2—\/§)2=|2+\/§|+|2—\/§|=2+\/§+2—\/§=4,amiegész
szam.

c) A kobgyokok alatti kifejezések teljes kobok.
3\/5\/§+7—3\/5\/§—7=

=3\/(\/5)3+3-(\/§)2-1+3\/§-12+1—3\/2\/5—3-2+3\/§—1=

= 3\/(\/5_1_ 1)3 — 3\/(\/5 — 1)3 =v2+1— (V2 —1) = 2, ami egész szam.

d) Gyoktelenitsiik a zarojelekben szerepld tortek nevezoit!
3 3 3

1 3’ 1 1 1
<E> _<\/§+2> :<\/§—2) _<\/§+2> B
V5 +2 ’ V5 -2 ’ 3 3
_<(\/§—2)(\/§+2)) _<(\/§—2)(\/§+2)) =(5+2) -(¥5-2) =
=5/5+3:5:24+3:V5:44+8—(5V/5-3:5:-2+3-V5:4—8) = 76, ami egész szam.

11. Irja fel egyetlen gyokijel segitségével a kovetkez6 kifejezést!

3 32 41 3x 4 [x2
a) \/;\/;\/; b) s\/%\/% o) Jxvx2¥a?

Megoldas:

a) Kiilonbozé gyokkitevék szerepelnek, igy nem alkalmazhaté az 3Va - Vb = Va - b azonossag.
Az alkalmazhatésaghoz kozos gyokkitevot alakitunk ki. Az eléforduld gyokkitevok legkisebb
koz0s tobbszordsét célszerti 4j gyokkitevonek valasztani.

3 32 41 12 36 12 24' 12 13 12 36.24 12 [32
FR B0 1010 ==
6(3x 4(x? _ 12 3952.12 x2 3_12 32x2 y3 _ 12{ 9
I N [ R (G I B
c) ,/x3\/x2‘§/x_3= ’xj‘{/(xz)i“)ﬁ:\/x“\/xT:\/lW:ZW




' A
4

12. Legyen A = Va2¥a3,B = VaZ-Yaés C = %a ahol a > 0!

a) Rendezze csokkend sorrendbe az A, B és C kifejezéseket!

b) {rja fel tortkitevok segitségével az A, B és C kifejezéseket, majd szamitsa ki az A - B - C kifeje-
zést!

\ J

Megoldas:

a) Osszehasonlithaté format kapunk, ha kozos gyokkitevot alakitunk ki.
4= JaVad =" {(@)ad = Vart
Czwzlmzu a—9=1%
@ W@ @
e Haa > 1, akkor a csokkend sorrend: A = B < C.

e Haa=1,akkorA =B =C=1.
e Ha0 < a <1, akkor acsékkend sorrend: C > B = A.

1
3 313 2 31 2 1 2.1 11
A=Va*Va =[a2-a4] =q3-qi3=qa3-a+=q3 s =qn

4\/ a3 a4 E_l i

C = =—=q4 3 = Q12
3 1= 4a
Va 3
1 11 5 27

A-B-C=aqa1z-q1z-q1z = q1z

p
13. Igazolja a kovetkez6 azonossagot, valamint irja at tortkitevo mentes alakba!

N[ =

x+y2

)

1 1% 1
0N x4+ (2 —-y)2 x—(x* —y)?
( ) B 2 * 2

aholx >0, y =0, x2 >y.

Megoldas:

A bizonyitandd egyenléség mindkét oldalan nemnegativ kifejezések allnak, ezért a négyzetiik
egyenldségének bizonyitasa az eredeti egyenldség helyességét igazolja.

A jobb oldal négyzete:

1 112 112 1
x + (x2 —y)2 x+ &% —-y)2| |x—2-y2[ x—-G*-y)2
2 ez 2 ' 2 * 2 -

1

1 172 1
x4+ (%2 —=y)2 x—(x*—-y)2 x? — (x? —y)]? 2 1
=x+2- (2 y) . (2 y) =x+2-[—(4 y)] =x+2(X)2=x+y2.

10



ami a bal oldalon all6 kifejezés négyzete, tehat igaz a bizonyitando egyenldség.

A tortkitevé mentes alak:

lx+ |y = j i y+jx_ :Z_y.

14. Hozza egyszer(ibb alakra! (a > b > 0)

4a\](a—\/5)(a2—b2). a+vVb

— 2 2
a?—b I b\ (_ _ |la—b
a a+b a a+b
Megoldas:

4a\/(a—\/5)(a2—b2). Vva++b

RS +Z>

\/(a \/_)(az—bz) Vva++b

a—b a-b»b
a+b a+b

(a —vb)(a+Vb) —b+a—b

az+ 2a az+ 2a

a+b a+b

4J(a2 b2 Va+vb j(az_bzxﬁb): e-Daxhler)) =J(@+b)?=

(a+\/_) \[% a—b a—b
a

=la+bl=a+b

15. Igazolja a kovetkez6 egyenloséget!

1 1
a3 + b3 1 3Vab

2 11 2 1 1
ai—aibi+bi ai+bs TP

Megoldas:

1 1 1 142 2 11 2
&3 + b3 1 <a3 + b3) - <a3 —a3b3 + b3)

2 11 2 1 1 2 11 2 1 1
a3 —a3b3+ b3 a3+ b3 <a3 —as3b3 + b3) <a3 + b3)

11 2 11 2 11 s
a3+2a3b3+b3—a3+a3b3—b3 3a3b3 _ 3%ab
a+b _a+b_a+b

16. Hatarozza meg a kovetkezo kifejezés pontos értékét!

V3 s
/28+6\/—+ /27 +5 | 3vV3-1

11



Megoldas:

agsevie |2+ ). fsvEo1 = "’(3\/§)Z+2-3\/§+1+33\/§+1 3v3-1=
27779 27
[/3\/_+1 3\/_+ /3\/_ 1—(/3\/_+1 “3\/_+ ) /3\/_ 1=

<\/3\/_+1)\/3\/_ 1=< \/(3\/_) —1—2\/%

17. Igazolja, hogy {/ax? + by? + cz2 = Ya + Vb + V¢, haax® = by® = cz° és%+§+§= 1!

Megoldas:
Legyen k = ax® = by3 = cz3.
_ V3 Vk
A k = ax? egyenléségbdl Va = ~— kovetkezﬂ( Hasonléan Vb = .y és Ve = —
A bizonyitandé egyenl8ség jobb oldala: 3a + Vb + V¢ = Vk (l +o+ l) = Vk.
x ¥y z

1
k

PN k . k
A k = ax® egyenldségbdl ax? = ~- Hasonl6an by? = 56 cz? = ~

A bizonyitando egyenlSség bal oldala: 3/ax? + by? + cz2 = 3 /k (i + % + i) = Vk.
1

Mivel mindkét oldal esetében eredményiil k-t kaptuk, bebizonyitottuk az allitast.

II1. Ajanlott feladatok

1. Végezze el a kijelolt mitveleteket!

ul=
wlr

1 3 1 12 1
12573%100000,D 1 (-33)" 4\ 2 b) 248 2 3. 1\
a) o ) ) T o 19 |p(p°p?)
(a=05 15)‘3 3 2 : Cos%n
a”%%pt 3x3y*\” | (x%y3 sinZ\Vé
d) (a02p=01)6.(q=0.3p2)~5 e) (4r352) ' (Zrzs) f) [(a 3)
2. Melyik a nagyobb?
a) 3°0° vagy 53007 b) 2Y3 vagy 3V%?
-1
c) \/11—6\/§Vag}’\/9—4\/§ d) V5-—2vagy (V5+2) ?
—r— ia 10201241 10201341
e) as - i/a_z Vagys—\/g ? (a > 0) f) 102013 41 vagy 102014 41 ?

12



Adja meg a valos szamok halmazanak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyen értelmezhet6 a kovet-
kez6 kifejezés!

x2+2x—3
—x%2 +4x + 12

Hatarozza meg a kdvetkezd kifejezések értékét!

) (4+VT5)2+ (4—I5)2 T 7
3 3 b
(6+\/ﬁ)3—(6— 35 2 ) 1+ 7+V48-y4—V12

Hatarozza meg a kovetkezo kifejezés értékét!

V2 +43- /2+\/2+\/§-j2+ /2+\/2+\/§-j2— 2+v2++3

Igazolja, hogy

\[8+2 /10+2\/§+\[8—2 /10+2\/§=\/§(\/§+1)!

Szamitsa ki a hidrogén atomban az n = 2 fokvantumszdmu elektronpalyan 1évé elektron kotési
energiajat, ha azt a kdvetkezd Osszefliggés adja meg!

E(n) = me*\ 1
= 8e5h?) n?

A képletben szerepl6 allandok értékei:

m = 9,1-1073" kg az elektron témege g = 8,85 10712 ;—; a vakuum permittivitisa

e = 1,602 - 10719 C az elektron tdltése h = 6,626 - 1073* Js a Planck-allando

Hanyszorosa a két elektron kozott fellépd elektromos taszitderd a gravitacios vonzoerének vakuum-
ban, ha az elektromos taszitderét a Coulomb-torvény segitségével, a gravitacidos vonzderd nagysagat
pedig a Newton-féle gravitacios erétorvénnyel adjuk meg?

Coulomb-torvény Newton-féle gravitacios erétorvény
414> mm,;

F=k- 2 F=y- 2
g1, q2: a két ponttdltés nagysaga mq, m,: a két tomegpont tomege
r: a két ponttoltés tavolsaga r: a két tomegpont tavolsaga

2 2

k=9-10° Nm ¥y = 6,662 10711 Nmz , a gravitacios allando

C2 kg
e = 1,602 - 10719 C az elektron toltése | m, = 9,1- 10731 kg az elektron tdmege

13



9. Gyoktelenitse a kdvetkezo tortek nevezoit!

3V5 , V3 2 2
a) E + m b) 2 C) 3V
) ez ) F D evevs
1 h) 1 i 1
g) 3 \/}_2 3\/5—3{/5 \/E_W

10. Hatarozza meg a kovetkezo 0sszeg értékét!
1 N 1 N 1 . 1
21+ 1V2 3vV2+42V3 4V3+3V4 10000v/9999 + 9999+/10000

11. Irja fel egyetlen gyokjel segitségével a kovetkezd kifejezéseket!

a ., sb 3b 3ly2 5|yt Slra\2 3| ( b2
o L vl NACNE

n’x2n+1 n’xn+1 X )
d) ST —yn_1 e) 1/xn+1 ,/xn+1

12. Irja at negativ-, illetve tortkitevéjii hatvanyok alkalmazasaval, tort- és gyokmentes alakra a 11. fela-
datban szerepl6 kifejezéseket, majd hozza egyszeriibb alakra dket!

13. Végezze el a kijelolt mitveleteket!
a) (2-32+V8-+2) V16
b) (Vx +Vx —vx): Va5

o (v+1) - (xi+1)(xi—xi+1)

14. Igazolja, hogy az alabbi kifejezések értéke egész szam!

2
) (Va+v7-Va-V7) b) V7+VI3-V7 Vi3
¢) V8vV5+16— /85— 16 d) V28+16v3—128-16V3
15. Igazolja a kovetkez6 egyenléséget!
11 1 1\ /1 1 -t
az+bz az-—bh2 az+1 az-1 4 8ab
1 171 1] |1 1 - =T _ 2
az —bz a2+ b2 az—1 az+1 a-1 (a—b)

16. Hozza egyszeriibb alakra a kovetkez6 kifejezést!

(Yab? Vb - ¥abya) | a-ve
Va7b7 T Vb + bva

14



Az ajanlott feladatok megoldasai

1. Végezze el a kijelolt mitveleteket!

1
S () (o) AT
125733100000,D1(-33)" 4\ 72 b + 2 Y
) (-2)2 (9) ) - ) P [p (p pZ) ]
(a=05p15) 3 3 2 8 1c0s%
a”">b" 3x3y* . x2y3 NG
d) (a02p=01)6.(q=0,3p2)~5 e) (4r352) '(2,,25) f) [(as1n3) °
Megoldas:
a) =225 b) 144 o pu
5
d  a2pe o X n  a?
2. Melyik a nagyobb?
a) 3°0° vagy 53007 b) 2Y3 vagy 3V%?
-1
c) \/11—6\/Evagy\/9—4\/§ d) \/g—Zvagy(\/§+2) ?
—r— ia 10201241 10201341
e) as- Ei/a_zvagy 5—\/27 (a > 0) f) 102013 41 vagy 102014+1?

Megoldas:

a) Kozos hatvanykitevét kialakitva: 3500 = (3%)100 = 243100, 5300 = (53)100 = 125100
Tehat 3500 > 5300

b) Olyan alakra hozzuk a két hatvanyt, melyben az egyik hatvany alapja és kitevdje is kisebb lesz

a masikénal. Emeljiik mindkét hatvanyt a V2 - 3 = v/6 kitevére! Ez nem valtoztat a nagysagok
V23 V23

koztti relacion. (zﬁ) = (23)V2 = 82, valamint (3ﬁ) = (32)V3 = 9V3,

Tehat 2V3 < 3V2,

o Vi1—6vZ= [(3-V2) =|3-v2| =3-V2.
Jo— a5 = |(5-2) =|V5-2|=v5-2.

A kiilénbségiik: V5 —2—(3-+v2) = (vV5-3) + (V2 -2) <0, mivel az dsszeg mindkét
tagja negativ. Tehat \/9 — 4+/5 > \/11 — 6V/2.

d) (V5+ 2)_1 = \/§1+2 = \/Sg__f = /5 — 2, tehat egyenl6k.

4
e) vas-3Va? = Va5, Valamints—g = %/a.

4
e Haa > 1, akkor \/a5-§/?>7€.

15



4
e Haa =1, akkor \/a5-w=5\/—\g.

e Ha0<ac<1,akkor \/a5-w<:\/—\g.

f) A két pozitiv szam hanyadosat felirva:
102012 +1 . 102013 +1 3 (102012 + 1)(102014 + 1) 3 104026 + 102014 + 102012 +1
102013 1 17102014 + 1 (102013 + 1)(102913 + 1) 104026 + 2. 102013 + 1
A szamlaloban 10201 + 102012 = 102°12(100 + 1) = 101 - 102°%2,

A nevezében 2 - 102013 = 20 102012,

. (. 102012471 10201347
Mivel a szamlalo a nagyobb, hanyadosuk 1-nél nagyobb, tehat: —=55-— > 55—

3. Adja meg a valos szamok halmazanak azt a legbdvebb részhalmazat, amelyen értelmezhet6 a kovet-
kez6 kifejezés!
x% +2x -3
—x?2 +4x + 12
Megoldas:
Egy tort nevezdje nem lehet nulla, ezért —x? + 4x + 12 # 0, tehdt x # —2;x # 6. A négyzetgyok-
vonas csak a nemnegativ valds szamok esetében értelmezett. Ezért teljesiilnie kell a
x?2+2x—3

——= =0

—x% +4x +12
egyenldtlenségnek. Egy tort akkor nulla, ha a szamlalo nulla és akkor pozitiv, ha a szamlalo és a ne-
vezd azonos eljelii. Az x2 + 2x — 3 kifejezés zérushelyei —3 és 1. A szamlaloban szerepld fligg-

vény grafikonja egy felfelé nyitott parabola, a nevezo grafikonja pedig lefelé nyitott. A grafikonrdl a
kifejezések elbjele leolvashatd. Az értelmezési tartomany: D = [—3; —2[ U [1; 6].

N

f(x)= —a® 4+ 4z +12

7 8 910111213 141516

g(x) =a*+2x—3

\_ J/

4. Hatarozza meg a kovetkez6 kifejezések értékét!

3 3
a) (4+V15)2+(4-V15)? b 7—+/21+v/80
3 3
(6+v35)2-(6-35)2 ) 1+ 7+vV48—+/4—12
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Megoldas:

3 3

) (VIS (4TS 25 (4+vIS)4(4—vIS)Z _ (s+2viS)i+(a-2vis)? _ |(VE+V3) P+[(/B—3)’’
== . = = =

(6+v35 %—(6—\/%)% 22 (6435 %—(6— 35% (12+2\/£)%—(12—2 35% [(ﬁh/g)z]%_[(ﬁ_\/g)z]%

(B3 +(V5-v3): _ (VEHVEHVE—VE)[(VE+VE) - (VE+V3)(VE-V3)+(vE-v3)|
(7B -(VT-VB)  (VT+VE—VTHVE)|(V7+VE) + (VT +VE) (VI—VE) +(VIVE)]]

_ 2vV5(8+2V15-2+8-2V15) _ 14
T 2v5(12+2V35+2+12-2v35) 26

D e S = R e e

1+/7+Va8—/a—V1z2 1+J(2+\/§)2_J(\/§_1)2 T 14243341 4 4

Hatarozza meg a kovetkezo kifejezés értékét!

Megoldas:

V2++3- /2+\/2+\/§-J2+ /2+\/2+\/§-J2— 2+V2++3=
=J2++3- /2+\/2+\/§-\/4—(2+\/2+\/§)=\/2+\/§-\/2+\/T\/§-\/2—\/T\/§=
=V2+V3- [4-(2+V3)=V2+3:V2-V3=VE—3=1

Igazolja, hogy

\[8+2 /10+2\/§+\[8—2 /10+2\/§=\/§(\/§+1)!

Felhasznaljuk, hogy mindena > 0és b > O eseténa = b & a? = b2,

Megoldas:

A bal oldal négyzete:

8+2\/10+2\/§+2\/8+2\/10+2\/§-\/8—2\/10+2\/§+8—2\/10+2\/§=
16+2\/64—4(10+2\/§)=16+2 /(\/ﬁ—z)2=16+2-|\/ﬁ—2|=

=16+2vV20—4=12+4V5 = 2(6 + 2\/3) = 2(\/§ + 1)2, ami a jobb oldal négyzete.

Szamitsa ki a hidrogén atomban az n = 2 fokvantumszdmu elektronpalyan 1évé elektron kotési
energiajat, ha azt a kdvetkezd Osszefliggés adja meg!

E(n) — — <m_e4) 1

8e5h?) n?
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A képletben szerepl6 allandok értékei:

m = 9,1-1073" kg az elektron témege g = 8,85 10712 ;—; a vakuum permittivitisa

e = 1,602 - 1071° C az elektron tdltése h = 6,626 - 1073* Js a Planck-allando

Megoldas:

N LA 9,1-10731- (1,602 -10719)* | 1
=" \8eznz) w2 T T\8-(885-10-2)2- (6,626-1073%)2) 4

B 91-10-31-1,602* -10-76 1 9,1-1,602* 10-15 = —5 447 . 10-19
~ \8-8852-10724-6,6262 1068 - 7 !

4~ 8-8852-6,6262-4

Hanyszorosa a két elektron kozott fellépd elektromos taszitoerd a gravitacios vonzoerének vakuum-
ban, ha az elektromos taszitderét a Coulomb-torvény segitségével, a gravitacidos vonzderd nagysagat
pedig a Newton-féle gravitacios erétorvénnyel adjuk meg?

Coulomb-torvény Newton-féle gravitacios erétorvény
414> mm,;

F=k- 2 F=y- 2
g1, q2: a két ponttdltés nagysaga mq, m,: a két tomegpont tomege
r: a két ponttoltés tavolsaga r: a két tomegpont tavolsaga

2 2

k=9-10° Nm ¥y = 6,662 10711 Nmz , a gravitacios allando

C2 kg
e = 1,602 - 10719 C az elektron toltése | m, = 9,1- 10731 kg az elektron tdmege

Megoldas:
A keresett aranyt az elektromos eré és a gravitacios er6 hanyadosa adja:
419
k- ,{22 _ kqiqx ke? 9 10% - (1,602 - 10719)2 9-1,6022

-10** = 4,188 - 10*2.

y - Tz ~ymum, ym2 6,662 1011 (9,1-10-31)2 _ 6,662 - 9,12
T

Gyoktelenitse a kovetkezo tortek nevezoit!

3V5 | V3 2 2
a) E + m b) Ji—2 C) 3V
) T ) i D Eiavs
9) 1 h) _t i) _t
WWx-2 Va-32 i3y
Megoldas:

35 | V3 _ 3V5v3 V345 _ 11
a) E-i-ﬁg— 3 + oE —10\/E

b 2 2(V7+V2) _ 2(N7+V2)
) Vi—v2  7-2 5

2 2y3V5 _ 2y3v55 _ 2V1125
©) J3vs 35 35 15
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1 Wariz  _ Nara _ Vara(a—v2) _ JVarVz(va-vz)
Wz Warizdvarz  Vanz  Nar2)(Ja—v2) a-2

9 L1 (EO)ME_ VEiyeE _ VElynE _
Vi ) [V WE - (3)mz | xty—2vir—

(Vx=y+Vz) [(x+y-2)+2vxy]l _ (Vx—Vy+Vz) (x+y-z+2xy)

T [ety-2)-2vxyl (e +y-2)+2vxy] (x+y-2)2—4xy
2 2 2
f VESaVb _ aVaib Yafayb _ (Ve dD) _ (VaavB) _ (Va-fe-vE) VD
vatJa—b va+Ja—vb va-Va—vb  a—(a-Vb) Vb b
a0 e eEy | e E-y?
g) 3{/\/5—2 - 3{/\/}_2 3 (\/E—Z)Z T Vx—2 x—4
By b = Va?+3ad2+322 _ Vaz+¥adz+¥22
Va-32  (¥a-32)(Va+¥a¥2+V22) a-2
i 1 1 Vx 15+ x12.5/y 7+ Vx9S + V6836 + Va3 § 38+ 5y 0 _

FA T o5 (V-T2 -y e e N R+ 10
_ a5 8Ty 2+ V% xSy B Va3 B+ §/y 1O

x3_y2

10. Hatarozza meg a kovetkezo osszeg értékét!

11.

1 1 1 1
+ + 4+
21+ 1V2 3vV2+42V3 43 +3V4 10000v/9999 + 9999+/10000

Megoldas:
. . . 1 _ (k+DVE—ky/(k+1) _ (k+DVEk—ky/(k+1) _ (k+DVE—ky/(k+1)
Az bsszeg k-adik tagja: (Rt DOVE+R (et D) (k+DZk—k2(k+1)  (k+DI(k+Dk—-k2] (k+1k

A gyoktelenités utan olyan tortet kaptunk, amely egy k és egy k + 1 nevezdji tort kiilonbségének a

(k+1)VEk—k+/(k+1) _ ﬁ _ J(k+1)

kozbs nevezore hozas utani alakja. . Ezt felhasznalva az 6sszeg:

(k+1Dk k k+1
Vi V2 V2 3 V3 V4 V9998 /9999 /9999 /10000 1
— 4y - + — =1- =0,99.
1 2 2 3 '3 4 9998 9999 ' 9999 10000 100

Az 6sszeg elsé és utolso tagjan kiviil minden tagnak az ellentettje is szerepel, igy azok 6sszege nul-
la. Tehat csak az els6 és az utolso tag marad meg.

frja fel egyetlen gyokjel segitségével a kovetkezd kifejezéseket!
a s[b 3[b 3ly?. 5|yt a’|fa\23|( b2
RN \f \f RN P e o [5G @)
n|x2n+l p[xntl k —
d) ,’ yT+2 : ,’yn—l e) vx”“k IVx"“
Megoldas:
a 5/b 3|b 30\/¢115 3()\/19630\/b10 30 [q15 p6 p10 30/ 1
o e di= 1@ G Q) = e m ="
3lyz 5[yt 15[ry2\5 a1s[r3x3\3 45 [y10 2729 45[ 27
b 5= (&) &) = E e
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10 2
o [ OE) = [[OV@ = [[0"@) ="
b .| \b at) b ad b ad b19
n[x2n+l pfyntl opfyendl oyn-1 g fyn
yntz L\ yn-1 T [ yniz it T \[y3
k|- k(k—1 k-1
o) Nxnt A = \/" @D n+t = TNk = “T e

12. irja at negativ-, illetve tortkitevéjii hatvanyok alkalmazasaval, tort- és gyokmentes alakra a 11. fela-
datban szerepl6 kifejezéseket, majd hozza egyszeriibb alakra dket!

Megoldas:

b 3 1 3 1 1 1 1
a) \/7 \f \f (ab™ 3)2 (ba~ 1)s (ba~ 1)3 = qzb 2bsa sh3a 3 =

111 311 1
—a253b253—a30b30

3y2.5y4_ 2_5 4 _3 _ 3_1352&_1 16 2
b) et ﬁ—(yx (y3 X )5 y3x 3y 53sxs 3sxs 3ys 5 = 3s5x 15y 15

1
2 1

5 10

o [ (5)23(1)2:< H{(ab™ 1)2[(ba-3)]}§) = @272 {(@0™)2((ba )7}

b b a3

1 1 2 2 2 6 1.2 6 1 2]2 1 19
—azb z(ab 1)10[(ba_3) J30 = azb 2a10h 10h30q 30 = @210 30h 2 10130 = aZh 30

n[x2n+1l p [xnt1 Il —n—2 1 N4l —n+l 1 2n+1 n+z n+1 n-1
d) yn+2: yn—lz(x y )n'(x y )n—xny nx nyn =
2n+1 n+1 n+2 n-1 3

=X n le n ' n :xy_ﬁ
n+1 n+1

1
k k-1 L E TI._+1 —_—
e) Vxnt1Tyxntl = [xn+1(xn+1)k_1 = x k xk(k-1) = xk-1

13. Végezze el a kijelolt mitveleteket!
a) (2-32+3V8-+2) V16
b) (Vx +Vx —vx): Vx5

2

c) (x§+1) —(x§+1)(x§—x§+1)
Megoldas:

a) (2-3V2+V8-+2) Vi6=2 -3\/_-"&/2_4+‘</_3-i/_4—\/_-i/2_4=
2 /207 + /27 — 2T = 4. ¥/2T 42 T —

(o E ) =g R = [ \F = Te=
R R

c) (x5+1) (x5+1)(x§—x§+1)=(x§+2x§+1)—(x§+1)=2x§
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14. Igazolja, hogy az alabbi kifejezések értéke egész szam!

a) (\/4+\/7—\/4—\/7)2 b) V7+V13-V7-V13
o) V8v5+16-38v5—16 d Y28+ 16v3—V28-16v3
Megoldas:

2) (\/4+\/7—\/4—\/7)2=4+\/7—2\/4+\/7-\/4—\/7+4—\/7=8—2m=2
b) V7+VI3-V7-VI3=v49—-13=6
o) i/8\/§+16—i/8\/§—16=3\/5\/§+3-(\/§)2-1+3-\/§-12+1—3\/8\/§—16=

(5 +1) = (V5= 1) = VB4 1-(E-1) =2

d) V28 +16V3 — V28 —16v3 = “\/4(7 +4V3) — “\/4(7 —43) =

- 4\/4(2 +\/§)2 - 4\/4(2 —\/§)2 = Jz(z ++3) —Jz(z -3) =

= JW3 41 - [(B-1) = B4 1] - VE - 1] =2

15. Igazolja a kovetkez6 egyenléséget!

101 1 1% /1 1 -1
az+bz2 a2 — b2 az+1 az-1 4 8ab
1 171 1] |1 1 - =T _ 2
az —bz a2+ b2 az—1 az+1 a-1 (a b)

Megoldas

111 1\% /1 1 -

az+ bz a2z -— b2 az+1 az-1 4

1 11 1 1 1 Ta-1] ~

az—>bz2 a2+ b2 az—1 az+1

(@%méiga%b%>2\2/<a%+1>2+<a%1>2 )

A

_ [ 4a2b? <2a +2— 4)‘1 16ab <2(a - 1))‘1 8ab

a—>b a—1 =(a—b)2. a—1 =(a—b)2

16. Hozza egyszeriibb alakra a kovetkez6 kifejezést!

(Yab? Vb - ¥abya) | a-ve
Va7b7 T Vb + bva
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Megoldas:

(Vab?Vb - Vabya) A [ ) N

a7b7 i a7b7 i N
_|wemy'wE-vey || va VaTr (- va) || va- b
- VYa7b? a\/_+ b\/_ Va7b? avb+bva

<a—2\/%+b+4) Va-+vb a-2Vab+b+4Vab  Va-+b
Vo' Vab(Va+5) Vab Vab(va + Vb)
_(a+vb)'  Na-vbE _ _a-b
~ Yab  Vab(Va+vb) ab

IV. Ellenorzo feladatok

1. Hozza egyszeriibb alakra a kdvetkezo kifejezést!

2 (a'z'b3)3'(a3'b)4 ) (4x"’y2)3 ' (szy)s
(a*b—2)2 (3x5y3)* . (3xy*)3

2. Kozelité értékek hasznalata nélkiil dontse el, hogy melyik kifejezés nagyobb:

12 o5 (1N
0,0472-125% - 0,271 3712.775-(5) '
4256 voey 1.9
(21)
3. Hozza egyszeriibb alakra az alabbi kifejezéseket!
a) 3x2(x+x71—2x72) b) (a™? +2b%)(a™* —2a7%b% + 4b*)
¢) (x2y™3 4+5x3y~ 1 —x*): (x%y™h) d) (@'h?—a?b™1):(a® -b73)

4. Irja fel a kovetkez6 mennyiségeket normalalak segitségével!

a) a Fold és a Jupiter bolygd legkisebb tavolsaga: 591 000 000 km;
b) a fény sebessége: 299 792 458 m/s
¢) a gravitaciés allando: 0,000 000 000 06673 m3/(kg - s?)

5. Mely valos szamokra értelmezhet6 az alabbi kifejezés?

—x2+8x—157
x2—6x+8 °

6. Kozelito értékek hasznalata nélkiil szamitsa ki kdvetkezo kifejezések értékét!

a) /28 —10vV3 —+/28 + 10v3
b) V6+3-V5+3-V25-V13+12-V5+6- V25
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7. Gyoktelenitse a tortek nevezojét!

3 a-b 2V6-V3
a) V7 b) Va—b C) SNENE]
2 3 x+y
AT ) D =

8. Szamolja ki a kifejezés pontos értékét!
2

3 1 ‘% 2m\ "t
(1287 - 273 - 48—1) + (ctg ?) +2v6

9. Irja fel a gyokos kifejezéseket tortkitevd hasznalataval!

Hodaz
a) V2-32 b) YxZ-Vas 0 %
10. Bizonyitsa be, hogy ha% = % = §= akkor

Vazx + b2y + Yc2z=3(a+ b+ )2(x +y + 2)!

Az ellenorzé feladatok megoldasai

1. Hozza egyszeriibb alakra a kdvetkezo kifejezést!
2) (a'z'b3)3'(a3'b)4 ) (4x"’y2)3 ' (szy)s
(a*b—2)2 (3x5y3)* : (3xy*)3
Megoldas:

(a=2b%)*.(a3:b)* _ a=p%al2b* _ abbl3

— 42 17
= = =a“-b".
) (a*-b=2)2 a8-b~* aS8b~*

3 5
) (4X4—y2) . (szy) _ 26,X12y6 ] 33.X3y12 _ 2y
(3X5y3)4— (3Xy4)3 34—.X20y12 25.X10.y5 3x15°

2. Kozelité értékek hasznalata nélkiil dontse el, hogy melyik kifejezés nagyobb:

12 o5 (I\TP
0,0472-125% - 0,271 3712.775-(5) '
4256 vagy T\ !
(z1) 49
Megoldas:
A kifejezésekben szerepld szamokat primszamok hatvanyaiként irjuk fel és ezutan egyszeriibb alak-
ra hozzuk:
0,0472-125%-0,27¢ B (5_2) - (5°) (g) _5“-59-5_52 625
4 .256 - 22 - (52)6 T 22.512 T 27 ¥
C12omes (N2 a1z oos (1N
1,8 - 1 \8 ) T 3-8.7-8.72 7
(37) -4 (37) -7

Ezek alapjan a masodik kifejezés a nagyobb.
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3. Hozza egyszeriibb alakra az alabbi kifejezéseket!

a) 3x2(x+x"1—2x72) b) (a? +2b%)(a™* —2a7%b% + 4b*)
c) (x?2y 3 +5x3y~ 1 —x*):(x2y™1) d) (@'h? —a?b™1):(a® - b73)
Megoldas:

a) 3x?(x+x1-2x2)=3x3+3x-6

b) (@2 +2b%)(a™*—2a"%b% + 4b*) = (a?)3 + (2b?)3 =a7° + 8b°

c) (x%y 3 +5x3y 7t —x*): (x%y 1) =y 2 + 5x — x%y

d) (@?-2a?b™): (@32 -b3) =2a?b?@3-b3):(a3-b"3) = a%b?
4. Irja fel a kovetkez6 mennyiségeket normalalak segitségével!

a) a Fold és a Jupiter bolygd legkisebb tavolsaga: 591 000 000 km;
b) a fény sebessége: 299 792 458 m/s
¢) a gravitaciés allando: 0,000 000 000 06673 m3/(kg - s?)

Megoldas:
a) 591-10%km b) 2,99792458 - 108 m/s ¢) 6,673-1071 m3/(kg-s?)

5. Mely valos szamokra értelmezhet6 az alabbi kifejezés
—x%2 +8x—15 )
x2—6x+8

Egy tort nevezéje nem lehet nulla, ezért x? — 6x + 8 # 0, tehat x # 2; x # 4. Csak nemnegativ
szamnak van négyzetgyoke, ezért

Megoldas:

—x2+8x — 15
—_— 2
x2 —6x+8
Egy tort akkor nulla, ha a szamlalé nulla és akkor pozitiv, ha a szamlalo és a nevez6 azonos eldjeli.

0.

Az —x? + 8x — 15 kifejezés zérushelyei 3 és 5. A szamlaloban szerepld fliggvény grafikonja egy
lefelé nyitott parabola, a nevez6 grafikonja pedig felfelé nyitott. A grafikonrdl a kifejezések eldjele

4 . )

g(x) 2>—6x+8

- “ Y,
leolvashato. fgy a kifejezés akkor értelmezhetd, ha 2 < x < 3 vagy 4 < x < 5.

6. Kozelito értékek hasznalata nélkiil szamitsa ki kdvetkezo kifejezések értékét!

a) /28— 10v3 —+/28 + 10v3
b) V6+3-¥5+3-V25-V13+12-V5+6- V25
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Megoldas:

a) V28—10V3—+v28+10V3=v3—2V3:5+25—+/3+2V3-5+25 =
(3-8 = [(3+5) = WE 5|~ V3 + 5] = 5~ VG +5+ VT = 10,

b) V6+3-3¥5+3-325-V13+12-V5+6-¥25=
:3\/(3\/5)3+3-(3\/§)2+3-3\/§'+1—3\/(3\/§)3+3'(3\/§)2'2+3'3\/5'2“23=
:3\/(3\/§+1)3—3\/(3\/§+2)3=3\/§+1—(3\/§+2):‘1

7. Gyoktelenitse a tortek nevezojét!

a) b) =2 2V6-V3

5
7 VaVs ) Wervs
2 3 x+y
)z ) D mw
Megoldas
5 _57
a) v Anir
a-b _ (a-b)(Va+Vvb) _ (a-b)(a+vb) _
b) % = (a-VB)(at+y/b)  a-b Va+b
o B3 (2v6—V3)(2v6-v3) _ (2v6)’-4vev3+(v3)" _ 27-12VZ _ 9-4v2
2/6+v3  (2V6+V3)(2v6—V3)  (2v6)°-(v3)® = 21 7
2 _2Vz _ 232 _232 _;
D G=mE=w - = V2
3 () 7 (A)) ()T EA)) e
) T G () T () T Va9 Vas e
o ) (CGR) -3y +(37)%) _ e (%) -3 +(33)°%) _ (3&)2 i+ (W)Z
Vel Rre)(GR) -+ () x+y

8. Szamolja ki a kifejezés pontos értékét!
3 1 2 2m\
(1287 <273 - 48—1) + (ctg —) +2V6

Megoldas:
1\’ = 2
3 1 -5 - -=
((128? :273-4871) " + (ctg ) ) +2v6 = (((7\/128)3 327-2) P +g 2?") +2v6 =
—= 2 1

=<(%) ;—\/ﬁ) +z¢6=<(§)‘5—¢§) +2V6 = (VZ-3) +2v6 =

=2-2V6+3++2V6=5
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9. Irja fel a gyokos kifejezéseket tortkitevd hasznalataval!

3
a) V2-32 by VaZ- VxS o & a-Va?
Megoldas:

1 1
a) ,/2-%/5:(2-2§)2 =(2§)2=2§
b) V2 4 =6 xi = T

1

1
. 2\3 5\2 ]
aJa¥az (3@ afas a-aiz 17_5 3 L

= =Qq1z 3=3 12=23 2

c) =
Vas a3 a3 a3

10. Bizonyitsa be, hogy ha% = % = §= akkor

Vazx + 32y +Yc2z=3(a+ b +c)2(x +y + 2)!

Megoldas:

Jeloljiik a kozos aranyokat k-val:

k=2=2=2 o x—k-a y=k-b z=k
=- =3 =7 x=k-a y= ; z=k-c.

A bizonyitando¢ allitas bal oldala:

Vazx +3p2y + etz =a? k-a+ b2 k-b+Yc2-k-c=(a+b+c) Vk;
jobb oldala:

i/(a+b+c)2(x+y+z) = i/(a+b+c)2(k-a+k-b+k-c) = i/(a+b+c)3k=
=(a+b+c) Vk.

Tehat az allitas valoban igaz.
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